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Resumo

Nesta pesquisa apresentamos uma aproximacgao de rede neural para resolver um problema de programagdo nao
linear. A rede neural é derivada de um problema de programacao inteira zero-um em outro problema de programagao nao
linear equivalente, substituindo restricGes zero-um por restricGes iguais quadraticas concavas. O método da funcdo de
penalidade é implantado como uma rede neural analoga. Uma arquitetura de rede neural e o algoritmo associado, na forma
de equacgdes diferenciais ordindrias ndo lineares, foram desenvolvidos. Este método é aplicado para resolver um problema
de alocagdo de recursos. Nossa abordagem é significativa na precisdao da modelagem como também na redu¢do dramatica
no tempo de treinamento. Os resultados das simula¢des sdo apresentados.

Palavras-chave: Redes neurais. Pesquisa operacional. Otimiza¢do. Método da fungdo de penalidade. Programacdo inteira.

Abstract

This paper presents a neural network approach for solving nonlinear programming problems. The neural network
is derived from a zero-one integer programming problem into an equivalent nonlinear programming problem, replacing
zero-one constraints with quadratic concave equality constraints. The penalty function method is implemented as an analog
neural network. Neural network architecture and its associated algorithm as nonlinear differential equations have been
developed. This method is applied to solve a resource allocation problem. Our approach significantly improved the modeling
accuracy and dramatically reduced the training time. Simulation results are also shown.

Key-words: Neural networks. Operational research. Optimization. Penalty function method. Integer programming.

1. INTRODUCAO das redes neurais na resolugdo de equagGes em problemas
de programacdo linear e nado linear (Abe, 1990; Chua et Lin,

1984; Liao et Qi, 1999). A caracteristica mais significativa de

Em muitas aplicagdes cientificas e da engenharia
demandam-se solucdes reais e rdpidas a problemas de
otimizacdo. De qualquer forma, algoritmos tradicionais,
processados em computadores digitais, ndo sdo muito
precisos para fornecer solugBes realisticas. Portanto, a
pesquisa de solugGes em tais casos torna-se importante e
essencial.

Na década de 80, Hopfield et Tank (1985) introduziram
uma nova abordagem, atrativa e promissoria, baseadas
em redes neurais recorrentes (Hopfield et Tank, 1985;
Tank et Hopfield, 1986), que fornecem solugdes étimas a
problemas de otimizagdo. O trabalho produtivo deles foi
inspirado na pesquisa de muitos pesquisadores no estudo
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uma rede neural na otimizagdo é a formulagdo de um simples
modelo (circuito) implementado em um computador. Em
outras palavras, um circuito elétrico é construido para gerar
solucgdes rapidas a problemas de otimizacgdo.

Muitos pesquisadores tentaram reproduzir o problema do
caixeiro viajante (Traveling Sales Man Problem - TSP) a partir
dessa abordagem (Chua et Lin, 1984). Esse problema (em
geral, problema de atribuicdo quadratica) é caracterizado
pela definicdo de uma funcdo de energia quadratica e um
conjunto de variaveis que devem satisfazer as restricdes de
uma matriz de permutagdes. Essas restri¢des sdo agrupadas
em uma matriz quadrada, onde cada elemento de entrada
tem um valor zero ou um. Os métodos tradicionais tém uma
grande dificuldade em satisfazer as restricdes da matriz de
permutacGes, porque utilizam uma funcdo de energia com
um numero de parametros fixos. Mas, recentemente, um




numero de ferramentas, baseadas na inteligéncia artificial,
foi criado com a finalidade de resolver eficientemente esses
problemas. Eles incluem varidveis deterministicas que fixam
a convexidade da fungdo de energia com o propdsito de
atingir um ponto minimo local ou global.

Do ponto de vista da otimiza¢do, muitos modelos de
redes neurais existem e poderiam ser divididos em duas
classes. Uma classe representa os modelos de redes neurais
baseados no gradiente, que sao aplicados em problemas de
otimizagdo sem restrigdes. Esses problemas normalmente
surgem:

Da transformacdo de um problema de minimizagdo com
restricdes em outro problema sem restricGes pelo método
da fungao penalidade ou pelos multiplicadores de Lagrange
(Martins et al., 2011; Oliveira, 2005) e,

De problemas complementares com fungdes NCP (Liao et
Qi, 1999), o que permite que varios protocolos da camada
de uma rede operem no mesmo enlace de comunicagdo.

A outra classe estd baseada em modelos de redes neurais
no gradiente projetivo que derivam de problemas de
minimizacdo com restricbes e problemas complementares
com condicoes KKT (He, 1992), presentes em vdrias
redes neurais na solugdo linear, quadratica e problemas
de programagdao ndo linear convexo. Esses modelos
correspondem a algumas variantes do método do gradiente
projetivo para problemas complementares e problemas de
desigualdade de variantes (Yanover et al., 2006; He, 1992).
Geralmente, essas abordagens consistem em trés passos.
Primeiro, as restricdes de um problema de otimizagdo sdo
convertidas em outro problema equivalente de otimizagdo
sem restri¢des, isto &, as restricdes zero-um sdo substituidas
por restricoes de igualdade quadraticas concavas com o
objetivo de forgar as varidveis de decisao a ser zero ou um.
Segundo, a partir do problema de otimizagdo sem restrigGes,
um conjunto de equagdes diferenciais é derivado. Terceiro,
segundo o sistema dindmico é implementado um vetor
neural de camada iterativa (Cichocki et Unbehauen, 1992).

Nesta pesquisa discutimos uma espécie de estrutura de
rede neural,talcomoarede de Hopfield (1985). Esta estrutura
tem boas propriedades de convergéncia e estabilidade. O
método de Branch and Bound (Balas et Carrera, 1996) e o
método da fungdo de penalidade sdo relatados. A primeira
metodologia fornece uma solugdo referencial ao problema e
a segunda, representa a base da rede neural.

Normalmente, um termo de penalidade é incluido na
funcdo de energia com o objetivo de forgar o conjunto de
restrigdes a encontrar um ponto minimo local. Também este
termo pode induzir a um falso minimo local na fungdo de
energia e envolver parametros livres.

A nova abordagem baseada em redes neurais elimina a
necessidade do termo de penalidade. Ela ja foi aplicada a
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outros problemas de otimizagdo mais complexos, incluindo
problemas de atribuicdo paramétrica e problemas de
atribuicdo quadratica (Farago et Morabito, 2000; Tosserams
et al., 2006; Bjorkund et al., 2005).
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Assim, vamos considerar o seguinte problema de
otimizagao: existem m centros de servicos e n consumidores.
Cada consumidor tem r quantidades do requerimento de
servigo, j = 1, 2, ..., n e este somente pode ser satisfeito
por um centro de servico. Cada centro de servico tem
b. quantidades de capacidade de servigo, i =1, 2, ..., m e
estas quantidades ndo podem ser excedidas. Existe um
custo ¢, entre cada centro de servico e cada consumidor.
Se o consumidor j é atendido por um centro de servico, i
=1,2,...,m;j=1,2,..,n. Aquestdo é a seguinte: quantos
consumidores devem ser alocados aos centros de servicos
de forma que o custo total seja minimo.

Esse problema pode ser formulado como um problema
de programacao inteira zero-um.

Min f(x) ou Min) > ¢; x; (1)

i=1 j=1

Onde x é valor requerido para satisfazer as restricbes de
igualdade geral:

m
ij =1,j=1,2,..,n (2)
i=1

E as restricGes de desigualdade linear:

m+p
Zai X; <b,, i=m+1, m+2, .., m+p (3)

J=m+1 !
Com xiJ.:Oou 1,i=1,2,...,.m;j=1,2,...,n (4)

Onde se observa que:

X é varidvel de decisdo zero-um, que assume o valor
de 1 se o consumidor j é servido pelo i-ésimo centro
de servico e zero em outrocaso,i=1,2,.., m;j=1,
2,..,n;

e O total de carga de cada centro de servigo ndo deve
exceder sua capacidade (restricdo 3);

e Cada consumidor somente pode ser servido por um
centro de servico (restricdo 4).

A funcdo f(x) pertence a R > R e é definida inicialmente
como a funcdo de custo, sendo que, nesse caso, a mesma
toma a forma de a'x, a, € uma matriz (m+p)xn e b é um
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vetor que pertencem a R m» _ esses parametros definem as
caracteristicas do problema. Na pratica, eles sdo conhecidos
aproximadamente, de modo que a satisfagdo das restri¢oes
do problema envolve um conjunto de igualdades e
desigualdades e que tal problema pode ser observado como
pratico e realistico. De qualquer forma, a solugdo para o
problema pode ndo ser Unica quando se deseja encontrar
um ponto-solugdo — portanto, um critério de otimizacdo
deve ser introduzido.
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Nesta pesquisa propomos uma abordagem na
reformulagdo do problema (1), (2), (3) e (4) como um
problema de otimizagdo por meio de modelos de redes
neurais (Abe, 1990). Utilizando uma func¢do de penalidade,
podemos forcar x a encontrar uma regido factivel
determinada pela fungdo f (x) = 0, enquanto minimiza a
fungdo de energia (E(x)).

Min E(x, B) (funcdo de energia da fungdo de
penalidade) (5)

A expressdo E(x): " — R representa a fungdo objetivo
denominada de fungdo de energia do sistema e o fator f3, >
0 determina a quantidade de penalidade que deve ter esta
funcdo. Nesse contexto, a representagdo de um problema
de otimizagdo (com restrigGes) em uma apropriada fungdo
de custo é uma abordagem de um projeto de rede neural
artificial (Anthony et Bartlett, 1999). Consequentemente, a
construgdo de uma apropriada fungdo de energia E(x) para
um estado minimo que corresponde a uma solugdo 6tima
(x*) é um pré-requisito para a formulagdo de um problema
de otimizagdo em termos de redes neurais.

Para o problema de minimizagdo (1), (2), (3) e (4), uma
funcdo de energia baseada na fungao de penalidade pode
ser construida (Cichocki et Unbehauen, 1992). Na pesquisa,
a fun¢do de penalidade toma a forma de uma fungdo
quadrética f(x) = x"/2, representada por:

E(x,fB)=f(x)+ DB, v(r,(x)

(5) k

Onde ri(x)= a'x - bi representam os residuos e v(ri(x)) =
Max{0, sgn(ri(x) P(ri(x))} sdo as fungdes de penalidade P(r i(x))
>0.

A minimizagdo de x para um valor de 3k representa um
problema de otimizagdo sem restricées. O minimo no limite
Bk = o(Vk), descrito como:

x =arg lim min E(x, /) -

Busca satisfazer as restricoes. Nesse sentido, um
algoritmo é implantado para resolver a seguinte sequéncia
de igualdades e desigualdades no problema de minimizagao:

1: Escolher uma sequéncia fixa 3(0), B(1), B(2),, ..., B(k)
com B(t) < B(t+1) e B(t) > 0O.
2: Para cada f(t) encontrar um minimo local:

* (t) —_— ] ] (t)
X ﬁ = ar: lim min E X, l; .
( ) gﬁk k) x ( )

3: Terminar quando fK (x*( © )) é muito pequeno.

Na pratica, o passo (2) é usualmente realizado utilizando
um método iterativo. De qualquer forma, para obter o
seguinte ponto minimo x*(t+1) utilizamos x*(t) como ponto
inicial com o seguinte fator de penalidade: Bk(t+1).

Aplicando o método da fungdo de penalidade para o
modelo (5) obtemos,

2
E(x,K)zZchxj +§Z[ij —lj +§Zm2in O,bi—erxj +§22xf(1—xj )2
j=1 \i=1 i=1 j=1

i=1 j=1 i

Onde o parametro de desequilibrio K é o fator de
penalidade e minz{} é o quadrado de min{}.

Na pratica é dificil encontrar uma fungdo de penalidade
que seja efetiva e eficiente para substituir as restricbes que
faltam. Na pesquisa de uma solugdo, o esforgo requerido da
funcdo de penalidade para um problema dado, pode obviar
no processamento de dados, um ganho em uma eventual
solucdo de qualidade como foi observado por (Siedlecki et
Sklansky, 1989). Muitas dificuldades aparecem porque a
solugcdo 6tima, frequentemente, encontra-se na fronteira
da regido factivel. Muitas solu¢des similares do gendtipo da
solucdo 6tima nao sdo confidveis. Portanto, essa restrigao as
solucdes provaveis torna dificil encontrar um esquema que
leve dos resultados parciais a um ponto étimo.

i=l j=1 (7)
2. MODELO DE REDE NEURAL

Para eliminar as restrigGes do problema de programacao
inteira em outro problema equivalente de programacao
ndo linear, devemos substituir as restricdes zero-um por
restricdes de igualdade quadraticas concavas nao lineares.
Isso é realizado utilizando o método da fungao de penalidade,
assim, a restricdo do problema poderia ser simplesmente
convertida em outro, da seguinte forma:

Mi”i Zn: R

i=l j=1 (8)
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E estd sujeito as seguintes restri¢des: transformada pode ser representada como um sistema de
equacodes ordinarias diferenciaveis, como se segue:
m dl/l T
3x, =1,j=1,2,.n ©) R ANACRRRZGEN] (13)
i=1
Zn: x=g(u) (14)
rx, <b,i=1,2,.., m
i i’ ] ’ .
= (10) Onde:
Xi,-(l' xij)= 0,i=1,2,..,m;j=1,2,...,n 0
(11) ¢j(‘xj):_f(x) (15)
Ox;

O problema descrito nas equacdes (8-11) é equivalente

ao problema original (1-4) de programagdo inteira zero- E a funcio de ativacio dos neurdnios de saida.
um. Nesse sentido, como previamente mencionado, esse P@tr) & r>o0
problema de programacdo ndo linear pode ser reformulado v, (1) :{ ' l
como um problema de minimizacdo sem restri¢Oes

(problema quadratico cdncavo com fungdes de igualdade E a funcdo de ativacdo dos neurdnios de entrada.
nas restricdes), utilizando-se o método do gradiente
descendente (1, 2). A fungdo objetivo E(x) é continuamente
diferenciavel para todo x ¢ R n. Assim, é natural utilizar
uma declive descendente baseada em um modelo de redes

neurais para o problema em mengao.

, X(0) = x, (12)

0 para outro valor (16)

A rede consiste de duas camadas processando unidades
— a primeira camada calcula os residuais r(x) e os erros
v (r,(x) , enquanto as varidveis de interesse X;5d0 calculadas
na segunda camada, que combina e integra os erros de
w (7;) no tempo de processamento.

dx __ Assim, a funcdo obtida para o problema de atribuicdo
@@LHW%%% da constante de aprendizagem. estd composta de um conjunto de equagdes diferenciais

Para Cichocki et Unbehauen (1992), a rede neural €om aseguinte estrutura:

d m . n

d—x” =—u(c, +Kzl(xi] —1)—K r, mm{O, b, —Z:‘rjxi} }+K x, I-x, §1-2x,) (17)
i= J=

Ondep=1,2,.,..meq=1,2,..n. penalizam as configuragdes ndo balanceadas.

As equacdes diferenciais ndo sdo apresentadas porque
. R . as expressoes sao muito extensas. O modelo de rede neural
O primeiro termo da esquerda da expressdo (17) minimiza 43 funcio de penalidade detalhado pode ser observado na

as conexdes entre os nds, enquanto que os outros termos  Figura 1.

Em cada nd da rede, um neurdnio binario é atribuido.

au ( ¥ =y, T ) —-p| i) >— Glu)
Au, L L) = )

v

V7 (x) |

Figura 1. Modelo de rede neural detalhado.

Fonte: Modelo de Cichocki et Unbehauen (1992) adaptado ao problema.
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A minimizacdo da funcdo de energia consiste na alteracdo
de v(t) em direcdo a uma solugdo 6tima, isto €, a alteracdo
de v(t) na direcdo oposta ao gradiente de E(x, ). Entdo, as
iteragOes sucessivas na pesquisa de v(t) levam a saida da
rede para um ponto de equilibrio que corresponde a uma
solucdo localmente 6tima do problema.
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3. SIMULACAO NUMERICA

A Tabela 1 mostra os custos unitarios (reais por tonelada)
de uma empresa de pneumaticos que estd pensando
locar seis novos armazéns capazes de absorver uma nova
producdo.

Tabela 1. Informagdes do problema de localizagdo.

l 2 3 + 5 ] < Almosan fado (1)
Producio [b] 4 15 10 8 9 12 7 « Demanda [r]
17 A 095 06 09 1,65 035 0725
25 B 1,15 0,85 1,1 145 048 DA8
13 C 1,2 0,78 0,85 1,3 0,57 0,57
11 D 035 1,1 1,2 1,22 052 052
Fonte: Problema extraido e adaptado de Moreira (2008).
A primeira aproximacgao é realizada aplicando o método localizagdo (Tabela 2).
de Branch and Bound no objetivo de obter a melhor
Tabela 2. Resultados da simulagdo minimizando a fungdo objetivo.
X1 X2 X3 X4 s X  LXEpfj
A 0 1 0 0 0 1 17
B | 0 | 0 0 0 23
C 0 0 0 0 1 0 12
D 0 0 0 1 0 0 9
L% 1 1 1 1 1 1 4,95

Fonte: Simulagdo realizada em Matlab 10.0°®.

A fungdo de penalidade (7) e o conjunto de restri¢cbes
que compdem o sistema sdo utilizados com a finalidade de

obter o minimo da func¢do objetivo. Na avalia¢do, o valor da
constante de penalidade (K) é 10 (ver Tabela 3).

Tabela 3. Resultados da simulagdo da fungdo de penalidade em 300 iteragdes.

Oaoo =

L%

1
0,45
0,66

0,2
0,14
1,45

6!
0,07
0,24
0,79
0,09
1,19

i3
0,56
0,22
0,04
0,51
1,33

X4
0,04
0,58
0,05
0,39
1,06

s
04
0,32
0,37
0,35
1,44

Fonte: Simulagdo realizada em Matlab 10.0®.

A funcdo que representa a rede neural de penalidade
(13) é composta por um conjunto de equagdes diferenciais
ordindrias e é utilizada para obter o minimo da fungdo
objetivo. As equacgdes diferenciais do sistema sdo resolvidas

numericamente pelo método de Runge-Kutta de ordem
quarta. Os resultados ajustados a valores limites da variavel

%5
0,15
04
0,05
0,13
0,73

sdo apresentados na Tabela 4.

2 X 1
18,14
25,92
16,46

15,7
58156
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Tabela 4. Resultados da simulagdo da fungdo de penalidade neural.

4] X2 a3

A 0 1 0
B 0 0 0
C 0 0 1
D 0 0 1
T % I 0 0

.41 5 X  LET,
0 1 1 29
0 0 0 0
0 0 0 3
0 0 0 24
1 0 0 4,18

(1 =2, K =10, tamanho de passo = 0,001, iteragdes = 300)

Fonte: Simulagdo realizada em Matlab 10.0°®.

Em treino e teste, no caso do método da funcdo de
penalidade, a quantidade de vetores de entrada foi simulada
por uma matriz de numeros aleatdrios. Todos os processos
numéricos foram interrompidos entre 300 e 1000 itera¢des
segundo a metodologia utilizada. O sistema de equagdes
diferenciais converge numa solugdo global. Em todos os casos
dos experimentos foi utilizada uma taxa de aprendizado de
2. O valor do fator de penalidade considerado é 10.

Embora o processo de convergéncia em diregio aos
pontos de equilibrio seja garantido, devemos observar
que esta caracteristica ndo necessariamente implica a
obtencdo de um ponto minimo global em relagdo a fungéo
de energia (EK(x, f3)) associada a rede de Hopfield (1985).
Nas simulagGes realizadas, a rede neural converge sempre
em um ponto de energia minima que corresponde a uma
solucdo razoavel (proxima da solugdo globalmente 6tima)
do problema de atribuicdo.

Na avalia¢do da rede neural, o valor da fungdo objetivo
compara a precisdao do modelo com os resultados do
modelo de referéncia (Branch and Bound), no qual a
predicdo representa, simplesmente, os valores de todos
os padrGes de entrada da amostra. Um ajuste é perfeito
ou o experimento é representativo quando o valor obtido
para a fun¢do objetivo é menor que o valor do modelo de
referéncia, e um ajuste pobre ocorre quando ele é maior. As
amostras geradas aleatoriamente ndo sdo representativas
do modelo quando as predi¢Ges da rede neural ndo sdo
boas e, em consequéncia, os valores da fun¢do objetivos sao
ndo significativos. Todas as simulages foram realizadas em
Matlab 10.0®.

4. CONCLUSOES

Nesta pesquisa temos estudado uma abordagem de rede
neural com o propdsito de resolver problemas de otimizagao
ndo linear. A rede neural é obtida pela reformulagdo de um
problema de minimiza¢do sem restricdes por meio de uma
funcdo de penalidade.

Experimentos numeéricos foram realizados a fim de
observar a convergéncia da trajetéria da rede neural.

Os resultados demonstram que o modelo é eficiente na
captura de padrGes na alocacdo de recursos que tém
uma grande influéncia em um problema de distribuicdo.
Por outro lado, encontramos que o modelo da fungdo de
penalidade, baseado em uma estrutura de rede neural, é
um bom modelo na solugdo de um problema de otimizagao
combinatéria pela rapida convergéncia que implica na
estabilidade exponencial das fungdes assintdticas no sistema
formulado. Em consequéncia, a metodologia utilizada é uma
alternativa na solugdo desses problemas de otimizacdo de
forma eficiente.

A metodologia utilizada é consistente e precisa na medida
em que integra o conhecimento adquirido pela inter-relagao
de um numero de neurdnios dindamicos. Esse processo
iterativo conduz a uma rapida convergéncia na pesquisa
de um ponto minimo local. A melhoria na otimizacdo dos
resultados é evidente em nosso exemplo. De qualquer
forma, a reducdo no tempo de processamento requerido
para obter tal precisdo ndo foi dramatica.
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