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RESUMO

A presenca da autocorrelacdo viola a hipdtese de independéncia de dados utilizados em graficos estatisticos de
controle no ambiente fabril. Este artigo avalia graficamente, utilizando a distancia de Mahalanobis, o efeito da autocor-
relacdo em duas caracteristicas de qualidade mensuraveis X e Y, cujas estruturas de correlacdo e autocorrelacdo sao de
um modelo VAR(1). Com a avaliagdo grafica, é possivel compreender que a presenga da autocorrelagdo ndo pode ser ne-
gligenciada pelos usudrios que utilizam como ferramenta os graficos estatisticos de controle para monitorar processos.
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1. INTRODUCAO

Os produtos de um processo industrial possuem requisi-
tos de qualidade que sdo definidos por meio de variaveis, ou
seja, grandezas mensurdveis. Gracas a existéncia de um sis-
tema composto de iniUmeras causas aleatdrias, economica-
mente inviadveis de serem eliminadas, é necessario controlar
o processo por meio de informacGes extraidas de amostras
coletadas durante a fabricagdo. Julga-se, com essas informa-
¢Oes, o estado do processo: se em controle estatistico, isto
é, apenas sob influéncia de causas aleatdrias, ou se fora de
controle estatistico, isto &, sob a influéncia ndo sé de causas
aleatdrias, mas também de causas especiais que alteram as
caracteristicas do produto, contudo, possiveis de serem eli-
minadas (Costa et al., 2005).

O monitoramento das vdrias caracteristicas de um pro-
cesso se destaca no cenario industrial, pois pode afetar a
qualidade final do produto. Estes processos sdo denomi-
nados processos multivariados. Uma das ferramentas mais
utilizadas neste tipo de monitoramento sdo os graficos de
controle, que sdo ferramentas estatisticas que sinalizam al-
teragdes no processo com base no comportamento de uma
ou de varias caracteristicas de qualidade de interesse. Ho-
telling (1947) foi um precursor ao introduzir técnicas para
monitorar simultaneamente duas ou mais caracteristicas de
qualidade a partir de graficos de controle.
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Monitorar individualmente essas caracteristicas nao é efi-
caz quando ha dependéncia entre elas. A utilizacdo de gra-
ficos de controle univariados para cada variavel de um pro-
cesso é uma solucdo possivel, porém pode ndo ter a mesma
eficiéncia que o uso de um grafico de controle multivariado,
técnica em que ha o monitoramento e controle simultaneo
de vérias variaveis relacionadas (Montgomery, 2004).

Embora muito conhecidas no ambiente fabril, as condi-
¢Oes para uso dos gréficos de controle podem ser violadas
em alguns casos. Montgomery (2004) descreve que basica-
mente todos os processos sdo regidos por elementos iner-
ciais e quando o intervalo entre a retirada das amostras
apresenta intervalos pequenos em relagdo a essas forgas,
as observagdes apresentam correlagdo ao longo do tempo.
De acordo com Mason et Young (2002), muitas operagdes
industriais de fluxo continuo apresentam autocorrelacdo e
uma das possiveis causas é o desgaste gradual de compo-
nentes criticos do processo. Kim et al. (2010) afirmam que
a hipdtese de independéncia entre as observac¢des de uma
varidvel pode ser violada pelas altas taxas de produgdo que
geram correlacdo e dependéncia entre as observagdes de
produtos vizinhos segundo o instante de fabricacdo.

O monitoramento de processos multivariados cujas ob-
servacles sdo autocorrelacionadas aparece em publicagdes
recentes. Mastrangelo et Forrest (2002) disponibilizaram



um programa para gerar dados autocorrelacionados onde é
possivel simular deslocamento no valor da média da variavel
sob monitoramento. Kalgonda et Kulkarni (2004) apresenta-
ram o grafico de controle de Z para monitorar observacgdes
que seguem um modelo VAR(1). A vantagem do grafico de
Z é que ele identifica a caracteristica de qualidade que sofre
alteragdo em seu valor médio, ou seja, o grafico sinaliza qual
das caracteristicas de qualidade foi afetada por uma causa
especial que tenha provocado alteragdo no valor médio. Pan
et Jarrett (2007) e Jarrett et Pan (2007) propuseram o uso
de residuos do modelo VAR(p) para monitorar processos
autocorrelacionados. A técnica requer o ajuste do modelo
aos dados do processo para posterior uso dos residuos no
grafico de T2 Arkat et al. (2007) fazem uso de redes neu-
rais artificiais para monitorar processos multivariados auto-
correlacionados. Issam et Mohamad (2008) prop&em o uso
do método SVR (support vector regression) para monitorar
mudangas no vetor de médias em processos autocorrela-
cionados a partir do grafico de controle MCUSUM. Hwarng
et Wang (2010) estabelece o uso de redes neurais que sdo
capazes de identificar deslocamentos no vetor de médias de
processos autocorrelacionados. Ha varios outros trabalhos
sobre monitoramento de processos autocorrelacionados;
Apley et Tsung (2002), Jiang (2004), Vargas et al. (2009) e
Chen et Nembhard (2011) sdo alguns deles.

Portanto, este artigo tem como objetivo avaliar grafica-
mente o efeito da autocorrelagdo em duas caracteristicas de
qualidade mensuraveis X e Y quando existe correlagdo entre
as observagbes de X e Y e ha dependéncia no tempo entre as
observagdes de X e também entre as observacdes de Y e esta
estrutura de correlagdo e autocorrelagdo é de um modelo
VAR(1). Considerou-se na avaliagdo que o deslocamento na
média seja 0 mais importante em todo o processo e que o
vetor de médias e a matriz de covariancia sejam conhecidos
ou estimados com precisdo.

O artigo esta organizado da seguinte forma: na sec¢do 2,
descreve-se o0 modelo que representa as caracteristicas de
qualidade quando hd autocorrelagdo no processo; Na se¢do
3 sdo apresentadas algumas caracteristicas do grafico T2 de
Hotelling; O efeito da autocorrelagdo em processos bivaria-
dos é discutido e avaliado na se¢do 4 e, por fim, apresenta-
-se uma conclusdo acerca do trabalho na segdo 5.

2. MODELO QUE DESCREVE AS CARACTERISTICAS DE
QUALIDADE

Os procedimentos cldssicos de controle em processos
multivariados consideram a hipdtese basica de que as ob-
servagdes seguem distribuicdo normal multivariada e sejam
independentes, com vetor de médias i, e matriz de varian-
cia-covariancia X .
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X, =p,+e t=12,..T (1)

em que X, representa as observacdes a partir de um vetor
de ordem p x 1 (p € o nimero de varidveis); e, sdo vetores
aleatdrios independentes de ordem p x 1 com distribuicdo
normal multivariada cuja média é zero e matriz de variancia-
-covariancia ,.

A hipdtese de independéncia é violada em muitos proces-
sos de manufatura, o que torna a equagdo (1) inadequada
para representar tais observagdes. Vetores autoregressivos
de primeira ordem, ou VAR(1), equagdo (2), vém sendo usa-
dos para modelar processos multivariados com correlagdo
temporal entre observagées de uma mesma varidvel e cor-
relagdo entre observagdes de diferentes caracteristicas de
qualidade (Mastrangelo et Forrest, 2002; Biller et Nelson,
2003; Kalgonda et Kulkarni, 2004; Arkat et Niaki, 2007; Jar-
rett et Pan, 2007; Issam et Mohamad, 2008; Pfaff, 2008; Nia-
ki et Davoodi, 2009; Hwarng et Wang, 2010; Kim et al., 2010;
Kalgonda, 2012).

Em processos multivariados autocorrelacionados, o mo-
delo VAR(1) é representado por:

Xt_ﬂoch(Xt—l_ﬂ0)+et (2)

em que X, é o vetor de dados de ordem p x 1; 1 € o
vetor de médias de ordem p x 1 e ® é uma matriz com os
parametros autoregressivos de ordem p x p e e, sdo vetores
aleatdrios independentes de ordem p x 1 com distribuicdo
normal multivariada cuja média é zero e matriz de variancia-
-covariancia Ze.

Se F é uma matriz nula, a equacdo (2) se reduz a equagdo
(1), ou seja, tem-se o modelo classico para dados indepen-
dentes ao longo do tempo. Caso contrario, os dados serdo
dependentes ao longo do tempo e a estrutura de variagdo
do modelo é representada pela matriz de covariancia cruza-
da (Shumway et Stoffer, 2006). Sob a hipdtese de que pro-
cesso seja estaciondrio, £(X)=m, para todo t, a matriz de
covariancia cruzada sera:

E[(Xt —)(X., —,uo)] =T.(h) h=0,12,.. (3)

Ser estaciondrio significa que i, € constante para todo X,
e a matriz de covariancia cruzada nao depende de t, depen-
de apenas de h, que representa o intervalo ao longo do tem-
po entre o vetor X e X .

A matriz ' () é formada pelos elementos 7; (h) da-
dos por: '
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v, (h) = E[(Xit —)( X, —yo)] ij=12..p (@)

A matriz de covariancia cruzada para h=0, FX(O), quan-
do D e Ee sdo conhecidos, pode ser obtida pela relagdo de
Yule-Walker (Ltkepohl, 2005).

[0)=0 (0)d +3, (5)

Supondo que Xt seja um vetor de dados com distribui-
¢do p-variada e siga o modelo descrito na equacgdo (2), de

acordo com Kalgonda et Kulkarni (2004) e Kalgonda (2012),

X, ~ N, [ ;T (0)] (6)

Se o processo estda em controle estatistico, Xt segue
uma distribuicdo normal multivariada com vetor de médias

M, e matriz de covariancia cruzada I" (0).

3. GRAFICO DE CONTROLE T2 DE HOTELLING

Uma das solugdes para monitorar processos com duas ou
mais caracteristicas de qualidade foi proposta por Hotelling
(1947) por meio do uso da estatistica 77, O grafico T? de Ho-
telling € uma versdo multivariada do grafico de controle de
X de Shewhart (Shewhart, 1931), tornando-se o dispositi-
vo de controle mais utilizado no monitoramento do vetor
média do processo. A estatistica 7°pode ser calculada com
uma Unica observagdo de cada caracteristica de qualidade
ou a partir da média das amostras de varias caracteristicas
de qualidade monitoradas simultaneamente. Mediante a
distribuicdo de probabilidade de 77, é possivel estabelecer
limites adequados de controle para o grafico T? de Hotelling
(Mason et Young, 2002; Bersimis et al., 2007).

Supondo-se que sejam conhecidos o vetor de médias (1)
e a matriz de covariéncias (%), o grafico de controle T?usa a
distancia estatistica 77, equacdo (7), que possui distribuicdo
qui-quadrado com p graus de liberdade (XZW) guando o pro-
cesso encontra-se em controle estatistico (Alt, 1985).

Tzzzn(yz_ﬂo)Tzal(Z_ﬂo) (7)

__em que n é o tamanho do t-ésimo subgrupo racional e
X é o vetor das médias amostrais das p varidveis para o
t-ésimo subgrupo racional. Quando n=1, a estatistica th se
reduz a:

th:(Xt_luo)Tzal(Xt_:uo) (8)

No gréfico de controle de T? quando a estatistica th é
menor que o limite superior de controle (LSC), o processo
mantém-se em controle estatistico, ou seja,

TP =(X, =) X (X, =) <LSC= x40 (9)

Quando o vetor de médias (u,) e a matriz de covarian-
cias (2, o ) sdo desconhecidos e precisam ser estimados, os
limites de controle sdo calculados de acordo com a fase de
monitoramento (Bersimis et al., 2007).

Se uma causa especial atua na média do processo, des-
locando-a para um novo patamar, o vetor (X — ) pode ser
representado por:

(X, — o) = (X, =ty + g, — 1) = (X, — 4, +9) (10)

emque O = (1~ 1) indica a magnitude do deslocamento
na média, logo, a estatistica 77 seguird distribui¢do qui-qua-
drado n3o central (XZ(M)).

K=K =+ ) (X, ~y +8) ~ 1, (D)

Alguns trabalhos que tratam de esquemas de controle
de processos multivariados utilizam o parametro de ndo
centralidade (A% como medida de deslocamento no vetor
de médias do processo (Alt, 1985; Aparisi, 1996; Aparisi et
Haro, 2001; Mason et Young, 2002).

2= (1, — /uo)TZ 61(ﬂ1 = Hy) (12)

Esta medida possui distribui¢do qui-quadrado nao central
com p graus de liberdade e parametro de ndo centralidade
A" . O nlimero médio de amostras até o sinal de fora de con-
trole (NMA) dado pelo grafico de controle de T2 é fungdo do
parametro de ndo centralidade.

N(1\1/131)% - {1 [Pr(22)< LSC]}%

Com a presenga da autocorrelagdo no processo, o limi-
te de controle do grafico de T?ndo mais possui distribui¢do
qui-quadrado com p graus de liberdade (}((21,) quando o
vetor de médias e a matriz de covariancias sdo conhecidos.
Da mesma forma, quando ocorre desvio no vetor de médias,
a estatistica 7;2 nao mais possui distribuicdo qui-quadrado
ndo central ;((21,,/1) .



4. EFEITO DA AUTOCORRELAGAO EM PROCESSOS
BIVARIADOS

O gréfico T? de Hotelling é um dos mais conhecidos no am-
biente fabril e a aplicagdo dessa técnica esta materializada em
inumeros artigos, como pode ser observado na base referen-
cial multidisciplinar Web of Science que estd integrada a base
ISI Web of Knowledge. Ao pesquisar as palavras chave Hotel-
ling e chart no titulo dos periddicos disponiveis em dezembro
de 2013, a base apresenta 28 artigos que sdo citados 162 ve-
zes em diversos trabalhos, evidenciando a importancia dessa
técnica como ferramenta no meio cientifico e académico. A
Figura 1 ilustra a distribuicdo dos artigos por ano.

Ano de publicagdo dos artigos

Frequéncia
Y '

[
1

1996 1999 2001 2002 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013
Ano de Publicagdo
Base de dados ISI Web of Knowledge
Pesquisa realizada em 10 de dezembro 2013.

Figura 1. Distribui¢cdo dos artigos encontrados na base IS/
Web of Knowledge.
Fonte: Os prdprios autores.

O grafico T? de Hotelling foi criado para ser usado quando
a hipdtese de independéncia entre as observa¢des de uma
ou mais caracteristicas de qualidade ndo é violada. Des-
considerar o efeito dessa hipdtese é bastante prejudicial ao
desempenho adequado da ferramenta grafico de controle
e, por essa razao, tem que ser avaliada quando se deseja
monitorar um processo.

Considerou-se no presente artigo a distancia do vetor X ao
vetor de médias 4 denominada distancia estatistica ou dis-
tancia de Mahalanobis (Mahalanobis, 1936). Esta distancia é a
mesma utilizada no gréfico de controle T? de Hotelling.

D' =(X ) =, (X — )

A relagdo entre a matriz de covariancia cruzada, FX (0), eos
elementos das matrizes @ e Ze é obtida utilizando a equagdo
(5). Considerando-se a presenca de autocorrelagdo e correla-
¢d0 a partir do modelo VAR(1), a distédncia de Mahalanobis
sera:

(14)
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D*=(X-1t,) T,(0)" (X —pty)

Sem perda de generalidade, considerando o caso biva-

(15)

a 0 1
riado em que @ = e X, =
b p 1
My = (,u01 =0; 14y, = 0) e o vetor X =(x;y) a distan-

, quando

R .
cia D~ equivale a:

s (-albx2 +2pa’b’xy+a’x’ -2pa’xy-ab’y’ +abx® +aby’ -2pb’xy +b*y* -x* + 2pxy-y2) (16)
B (ab-l)’1 (-azlfp2 +a’b’ +a’p’-2ab+bp* - p* +1)

A equagio (16) revela a influéncia de @, b e p na distan-

, 2
cia D”.

Se a=b=0, ouseja, ® =0 (ndo ha autocorrelacdo),
. 2
adistdncia D° sereduz a:

D’ = (x2-2pxy+y2)/(1-p2) (17)

Quando nao ha autocorrelagdo, ou seja, os dados sdo in-
dependentes, D? possui distribuicdo qui-quadrado com p
graus de liberdade (}((217) . Para avaliar o efeito da autocor-
relagdo, utilizou-se no presente artigo o caso bivariadoe a =
0,01 (Z(szz;a:o,m) ), sendo, neste caso, D?* =10,5966.

O desempenho de um grafico de controle pode ser ava-
liado em fungdo do nimero de amostras que o gréfico utili-
za para detectar um deslocamento na caracteristica que se
deseja monitorar. Quando ndo ha deslocamento, o processo
encontra-se em controle estatistico. Espera-se, neste caso,
que o sinal dado pelo grafico seja um alarme falso. O valor
D? = 10,5966 equivale a um alarme falso, em média, para
cada 200 amostras avaliadas, quando é utilizado o grafico de
T? de Hotelling (Costa et al., 2005).

Baseando-se no modelo VAR(1), o vetor de médias do
processo quando em controle ( £4,) pode sofrer desloca-
mentos da ordem de & para um novo patamar ( £, ), onde
J é um vetor de ordem (px1) e cada elemento representa
a magnitude do deslocamento no valor médio da p-ésima va-
ridvel. Para uma ideia do que ocorre na média do processo
apo6s um deslocamento, o modelo VAR(1) é aqui representado
em fungdo do vetor de erros ( ¢, ) e do vetor de médias ( £ ).

X, =, + Zjioq)iem (18)
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Se o deslocamento ocorrer no vetor de médias do proces-
so em controle, em algum instante de tempo t = T, entdo a
média de X, mudara de ({, para:

[+ (19)

Sem perda de generalidade, considerando-se 1, = 0,a
mudanca no vetor de médias pode ser representada em trés
estagios:

DX, | +e
o0+dX,  +e,
(I-D)5+DX,_ +e,

t<T
t=T
t>T

X, = (20)

O gréfico de melhor desempenho serd o que detectar
com maior rapidez, a partir de um instante de tempo t =T,
alteragdo no valor médio das caracteristicas de qualidade
que estdo sendo monitoradas.

Na avaliagdo grafica do efeito da autocorrelagdo, conside-
rou-se que o deslocamento seja descrito pela equagdo (19). Por
exemplo, em um processo bivariado, a ocorréncia de uma causa
especial desloca o vetor de médjas 1, = (,uq, =04, = 0)
para um novo patamar 44, =\y +0,,; 1, + 52/1). Nas
SegOes 4.1 e 4.2, a avaliagdo grafica é apresentada com o pro-
cesso em controle (O =0) e com o processo fora de controle (
0 # 0), respectivamente.

4.1 Avaliagao grafica do efeito da autocorrelagdo com o
processo em controle

Emumprocessoisentodeautocorrelagdo,a =b=0e p =
0,7, temos que D* =1,9608x> — 2,745 Ixy+1, 9608)/2
. A elipse que representa a curva de nivel da distribuicdo
para D? = 10,5966 é ilustrada na Figura 2.

Figura 2. Elipse:a=b=0ep =0,7.
Fonte: Os prdprios autores.

Figura 3. Elipse:a =b=0,5ep =0,7.
Fonte: Os préprios autores.

Generalizando, para a e b € {0,0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5;
0,6; 0,7; 0,9; 0,9}, pode-se observar na Figura 4 uma de-
monstragdo grafica em que quanto maior for a autocorre-
lagdo, maior é a regido eliptica, ou seja, a autocorrelagdo
aumenta a variabilidade das varidveis do processo sob mo-
nitoramento.

Figura 4. Elipses:ae b€ {0,0; 0,1, 0,2; 0,3, 0,4, 0,5; 0,6, 0,7, 0,9;
0,9} ep=0,7.
Fonte: Os préprios autores.

Se os dados sdao normalmente distribuidos, as elipses da
Figura 4 representam todos os pontos equidistantes, na dis-
tancia de Mahalanobis, da origem. Isto sugere que todos es-
ses pontos tém a mesma probabilidade de serem regidas por
uma distribui¢do normal multivariada com centro em (0,0),
pois 1 ,=0. No gréfico T2 de Hotelling o limite de contro-
le (LSC) igual a D’ = 10,5966, gera, em média, um alarme
falso a cada 200 amostras coletadas quando a =b=0.0

mesmo n3o ocorre quando @ =b # 0,0, ou seja, a taxa
média de alarmes falsos ndo corresponde a um alarme a
cada 200 amostras coletadas, mesmo que seja usado como
LSC o valor 10,5966. Isso significa, na pratica, que, quando
usamos o grafico T2 de Hotelling, considerar o LSC do grafi-
co com distribuicdo qui-quadrado com p graus de liberdade

;(fp) na presenca de autocorrelagdo, nos fornecera uma
taxa de alarmes falsos diferente da desejada.



4.2 Avaliagao grafica do efeito da autocorrelagdo com o
processo fora de controle

A Figura 5 ilustra um processo isento de autocorrelagao
coma=b=0 e p=0,7. Aelipse tracejada com centro em
(0,0) representa um processo em controle e sua equagdo é
D? =1,9608x> — 2,745 1xy +1,960 8y2 =10,5966. As
demais elipses representam a ocorréncia de uma causa espe-
cial que desloca o vetor de médias 44, = (/J(n =0;4, =0
para um novo patamar:

Deslocamento1 > 1, = (/,101 +1; 44, +1); sendo:

D? =1,9608x? —2,7451xy — 1,1765x + 1,9608y* — 1,1765y
+1,1765 = 10,5966

Deslocamento 2 > 1, = (/,101 +2; 1y, + 2) ; sendo:

D? =1,9608x? —2,7451xy — 2,3529x + 1,9608y* — 2,3529y
+4,7059 = 10,5966

Deslocamento3 > 1, = (/,101 + 35ty + 3); sendo:

D? =1,9608x? — 2,7451xy — 3,5294x + 1,9608y* — 3,5294y
+ 10,588 = 10,5966

A Figura 6 ilustra um processo com autocorrelagdo com
a=b=0,7 e p=0,7. Aelipse tracejada com centro em
(0,0) representa um processo em controle e sua equagdo é:
D* =x* —1,4xy+ y*> =10,06. O valor 10,06 foi usado
para que fosse possivel fazer um comparacgdo justa que, na
presenca de autocorrelagdo, mantém a taxa média de alar-
mes falsos igual a um alarme a cada 200 amostras. As demais
elipses representam a ocorréncia de uma causa especial que
desloca o vetor de médias £, = (:um =0; 4, =0) para
um novo patamar:

Deslocamento 1> i | = (4, +1; 14y, +1); sendo:
D? =x*-1,4xy—0,18x+y* —0,18y +0,054 =10,06
Deslocamento 2 > i | = (44, +2; 4, +2) ; sendo:
D? =x*-1,4xy—0,36x+y” -0,36y+0,216 =10,06

Deslocamento3 > 1, = (/,101 + 35y, + 3); sendo:
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Figura 5 - Elipses: a=b=0 e p=0,7
Fonte: Os prdprios autores.

Figura 6 - Elipses: a =b=0,7 e p=0,7.
Fonte: Os préprios autores.

Na Figura 5, observa-se que, em processos sem autocor-
relagdo, o deslocamento no vetor de médias causado por
uma causa especial é representado pelas elipses que se
afastam do centro em (0,0), caracterizando que o grafico T?,
nesse caso, apresenta desempenho superior em relagdo ao
processo em que a autocorrelagdo estd presente. Na Figu-
ra 6, as elipses apresentam maior resisténcia em se manter
proxima ao centro em (0,0) quando ocorrem deslocamentos
que desajustam o vetor de médias, significando que o de-
sempenho do grafico T? é inferior quando ha presenca de
autocorrelagdo.

5. CONCLUSAO

Este artigo avaliou o efeito da autocorrelagdo no grafico
de controle de T? por ser uma das ferramentas mais popu-
lares no meio académico e industrial. A distancia de Ma-
halanobis, mesma estatistica utilizada no gréfico de T?, foi
empregada para representar geometricamente o compor-
tamento de um processo na presenca e auséncia de causas
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especiais que afetam o valor médio das caracteristicas de
qualidade monitoradas.

A violagdo da hipdtese de autocorrelagdo deve ser le-
vada a sério e verificada antes da utilizagdo da ferramenta
estatistica grafico de controle, pois a presenga da autocor-
relacdo afeta o desempenho dos graficos de controle tra-
dicionais, reduzindo a capacidade de detectar desvios no
vetor de médias.

A utilizacdo de elipses ilustrou como os dados de um
processo se comportam na presen¢a da autocorrelagdo,
mascarando o efeito do deslocamento que se da quando
as caracteristicas de qualidade ditas em controle estatistico
passam a situacdo de fora de controle estatistico.

Sugere-se, em trabalhos futuros, a apresentacdo de es-
tatisticas ou técnicas que aprimorem desempenho de gra-
ficos de controle na presencga de autocorrelagao.
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